
第1.1节

 随机过程的概念
 随机过程的定义
 参考资料
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随机过程是什么？

 什么是随机过程？
 与概率论这门课的区别是什么？
 随机过程的例子有哪些？
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随机过程是什么？

 概率论： 研究随机现象及其统计规律性

 随机过程： 研究一族随机变量相互之间关系
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随机过程的定义

 Ω: 样本空间： 随机现象所有可能的结果构成的空间
 Σ: σ-代数：样本空间某些子集构成的集合，要满足一些数学上的条件
 𝑃𝑃: 概率测度： Σ域上的集函数，值域是落在[0,1]上的
 t：索引参数：代表时间或空间…
 𝜔𝜔：样本点：代表随机试验的一个基本结果，它是样本空间 Ω 中的一个元素
 随机变量族：所有的随机变量构成的集合
 𝑇𝑇：指标集，或称作参数集
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随机过程的定义
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随机过程的定义
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随机过程的定义

8



随机过程的定义

出现H 出现T

𝑋𝑋(𝑡𝑡) cos𝜋𝜋𝜋𝜋 2𝑡𝑡
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随机过程的定义

固定𝑡𝑡 = 0：
𝑋𝑋 t = 𝐴𝐴 cos(𝜃𝜃)

固定𝜃𝜃 = 0:
𝑋𝑋 𝑡𝑡 = 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜔𝜔𝜔𝜔)
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随机过程的定义

𝒕𝒕𝒌𝒌 0 𝝅𝝅/𝟒𝟒𝟒𝟒 𝟑𝟑𝟑𝟑/𝟒𝟒𝟒𝟒 𝝅𝝅/𝝎𝝎 𝝅𝝅/𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑋𝑋(𝑡𝑡𝑘𝑘) 𝐴𝐴 2
2 𝐴𝐴 −

2
2 𝐴𝐴

−𝐴𝐴 0
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随机过程的定义
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随机过程的定义
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随机过程的定义
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参考资料

• 《随机过程及其应用》——陆大金、张颢

• 《随机过程 》——Sheldon M. Ross

• 《应用随机过程 概率模型导论》——Sheldon M. Ross

• 《Probability, Statistics, and Random Processes for Electrical Engineering, 3rd》——Alberto 
Leon-Garcia

• 《概率、随机变量与随机过程》——（美）帕普里斯，（美）佩莱 著，保铮，冯大政 等译

• 《 Probability, Random Variables and Stochastic Processes 》——Athanasios Papoulis, S. 
Unnikrishna Pillai
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第1.2节

随机过程的分类
随机过程的数字特征
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随机过程的分类

例4：随机游走

例5：服务站

例3、布朗运动

随机序列分析
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

时间有个增量，X(t)也有一个增量；

𝑋𝑋 𝑡𝑡2 − 𝑋𝑋 𝑡𝑡1 , … ,𝑋𝑋 𝑡𝑡𝑘𝑘 − 𝑋𝑋 𝑡𝑡𝑘𝑘−1 相互独立。
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 随机过程将来的变化规律跟过去是没有关系，
只跟现在有关。

 一个随机过程满足无后效性，或者说满足
Markov性，称这个随机过程为Markov过程。
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 二阶矩是比较简单的随机过程
 如果𝑋𝑋 𝑡𝑡 的二阶矩存在，则称作二阶矩过程
 ∀ 𝑡𝑡 ∈ 𝑇𝑇,𝐸𝐸 𝑋𝑋2 𝑡𝑡 < ∞
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 其主要的统计特性不会随时间推移而改变
 严平稳：有限维联合概率分布不随时间改变
 宽平稳随机过程：

1. 均值函数是一个常数
2. 相关函数只跟“时间差” 有关
3. 是二阶矩过程
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 主要用在金融领域
 鞅是满足如下条件的随机过程：在已知过程在

𝑠𝑠时刻之前的变化规律的条件下 ，过程在将来
某一时刻𝑡𝑡的期望值等于过程在𝑠𝑠时刻的值。
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 描述元件或设备更新现象的一类随机过程。
 如果每次更新后元件的工作是相互独立且有相

同的寿命分布,令𝑁𝑁(𝑡𝑡)为在区间(0, 𝑡𝑡]中的更新次
数，则称计数过程{𝑁𝑁(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 ≥ 0}为更新过程。
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 是参数连续、状态离散的随机过程。
 是计数过程、独立增量过程。
 增量的概率分布是Poission分布。
 服务台例子：顾客到达人数服从Poission分布，

则称作泊松过程。
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随机过程的分类

 以随机过程的统计特征或概率特征分类
• 独立增量过程
• Markov 过程
• 二阶矩过程
• 平稳过程
• 鞅（Martingale）
• 更新过程
• Poission 过程
• 维纳过程

 也称作布朗运动
 是参数连续、状态也是连续的随机过程
 也是一种独立增量过程，具备马尔可夫性
 增量𝑋𝑋(𝑠𝑠 + 𝑡𝑡) − 𝑋𝑋(𝑠𝑠)是期望为0，方差为𝑡𝑡的

正态分布
 电子元件在恒温下的热噪声也可归结为维纳

过程
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随机过程的分类
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本课程学什么？

• 概率论基础
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本课程学什么？

• 概率论基础
• 随机变量
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本课程学什么？

• 概率论基础
• 随机变量
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本课程学什么？

• 概率论基础
• 随机变量
• 随机过程的数字特征
• Markov过程
• Poission过程
• 二阶矩过程、平稳过程和随机分析
• 平稳过程的谱分析
• Gaussian过程
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随机过程的数字特征

• 均值
• 方差
• （自）协方差
• （自）相关
• 特征函数
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随机过程的数字特征

为什么要学数字特征？

33

概率密度f(x)往往是不知道的，服从什么分布你是不知道的。

不知道f(x)的时候：通过统计的方法得到数字特征。

通过数字特征来了解所研究的随机变量的性质。



随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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说明：如果均值是∞，我们称这个X(t)的均值不存在。



随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程

解：
（1）

𝒕𝒕 𝑋𝑋
1
2

𝑋𝑋 1

出现 𝐻𝐻 0 −1

出现 𝑇𝑇 1 2

42



随机过程的数字特征

（一）单个随机过程

（2）

联合概率质量函数：

0 1

−1

2

𝑋𝑋 1
𝑋𝑋 1/2

𝟏𝟏/𝟐𝟐 𝟎𝟎

𝟎𝟎 𝟏𝟏/𝟐𝟐

𝑃𝑃{𝑋𝑋 1/2 = 0,𝑋𝑋 1 = −1}

= 𝑃𝑃 {𝑋𝑋 1/2 = 0} ∩ {𝑋𝑋 1 = −1}

= 𝑃𝑃 𝐻𝐻 ∩ {𝐻𝐻}

= 1/2 
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程

解：
（3）

𝑋𝑋 1
𝑿𝑿(𝒕𝒕) cos 𝜋𝜋𝜋𝜋 2𝑡𝑡
𝑃𝑃 1/2 1/2

均值函数：𝜇𝜇𝑋𝑋(𝑡𝑡) = 1
2

cos(𝜋𝜋𝜋𝜋) + 𝑡𝑡 

相关函数：

𝑅𝑅𝑋𝑋 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 =
1
2

cos𝜋𝜋𝜋𝜋 cos𝜋𝜋𝜋𝜋 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠
cos 𝜋𝜋𝜋𝜋 2𝑠𝑠

cos 𝜋𝜋𝜋𝜋 1/2 0
2𝑡𝑡 0 1/2

𝑿𝑿(𝒕𝒕) 𝑿𝑿(s)
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随机过程的数字特征

（一）单个随机过程

45



随机过程的数字特征

（一）单个随机过程
解：
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随机过程的数字特征

（二）两个随机过程
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随机过程的数字特征

（二）两个随机过程
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随机过程的数字特征

（二）两个随机过程
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随机过程的数字特征

（二）两个随机过程

50



随机过程的数字特征
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随机过程的数字特征
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随机过程的数字特征
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随机过程的数字特征
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第1.3节

δ - 函数及离散型随机变量分布列的δ - 函数表示

条件数学期望
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δ －函数及离散型随机变量分布列的δ －函数表示
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δ －函数及离散型随机变量分布列的δ －函数表示
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δ －函数及离散型随机变量分布列的δ －函数表示

58



δ －函数及离散型随机变量分布列的δ －函数表示
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条件数学期望
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条件数学期望
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条件数学期望
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条件数学期望

63



条件数学期望
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条件数学期望
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条件数学期望
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𝑌𝑌 𝑋𝑋 1 2 3

1 2/7 4/7 1/7

2 1/3 7/15 1/5

3 1/5 2/5 2/5

解：

P{X=x | Y=y}：

𝐸𝐸[𝑋𝑋|𝑌𝑌 = y] 𝑃𝑃{𝒀𝒀 = 𝒚𝒚]} 概率

13/7 𝑃𝑃{𝑌𝑌 = 1} = 7/27

28/15 𝑃𝑃{𝑌𝑌 = 2} = 15/27

11/5 𝑃𝑃{𝑌𝑌 = 3} = 5/27

E{X|Y}分布率：



条件数学期望
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条件数学期望
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条件数学期望
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说明：正态分布的期望就是其均值参数



条件数学期望

70



条件数学期望
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全概率公式

全概率公式的另一种形式



随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例

91

这有这一项，其他都是0



随机过程举例
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随机过程举例
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随机过程举例
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复随机过程
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复随机过程
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复随机过程
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复随机过程
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课后习题
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课后习题
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课后习题
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第1.4节*：预备知识

概率
随机变量
期望值
矩母函数、特征函数、Laplace变换
条件期望
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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概率
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随机变量
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随机变量

114



随机变量
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随机变量
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随机变量
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随机变量
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随机变量
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随机变量
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期望值
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期望值
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期望值
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期望值
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矩母函数、特征函数、Laplace变换
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矩母函数、特征函数、Laplace变换
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矩母函数、特征函数、Laplace变换
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矩母函数、特征函数、Laplace变换

128

当矩母函数存在时，它唯一地确定分布。

这是十分重要的，因为它使我们能用随机变量的母函数描述其分布函数。



矩母函数、特征函数、Laplace变换
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矩母函数、特征函数、Laplace变换
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条件期望
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条件期望
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条件期望
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条件期望
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